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10.5.1   三角函数系的正交性

10.5    傅里叶级数

10.5.2   将函数展开成傅里叶级数

10.5.3   正弦级数与余弦级数
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10.5.1 三角函数系的正交性

0
1

( ) sin( ) (1)n n
n

f t A A n tω ϕ
∞

=

= + +∑

1．三角级数

最简单的周期运动：简谐振动 y=Asin(ωt+ ϕ)

,2
ω
π

=T A为振幅，ω为角频， ϕ为初相。

其中A0 , An, ϕ n为常数。

较复杂的周期运动：
1

sin( )
n

k n
k

y A k tω ϕ
=

= +∑
更一般的周期运动：
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由三角公式，我们有

A nsin(nωt+ ϕn ) =A nsin ϕn cos nωt+A ncos ϕn sin nωt

则(1)式右端变型为

,
2 0

0 A
a

=令

)2()sincos(
2 1

0 ∑
∞

=

++
n

nn nxbnxa
a

形如(2)式的级数叫做三角级数，其中a0、an、 bn
为常数。

an=Ansin ϕn ，bn=Ancos ϕn ,ωt=x，

0
1

( ) sin( ) (1)n n
n

f t A A n tω ϕ
∞

=

= + +∑
其中A0 , An, ϕ n为常数

2π周期为 的函数
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问题:
1.若能展开,          是什么?ii ba ,

2.展开的条件是什么?

设 f (x) 是周期T = 2π的周期函数，且能展开成三
角级数：

∑
∞

=

++=
1

0 )sincos(
2

)(
k

kk kxbkxa
a

xf



7

2.三角函数系的正交性

1,cos ,sin ,cos2 ,sin2 , cos ,sin ,x x x x nx nx 

1 cos 1 sin 0,nxdx nxdx
π π

π π− −
⋅ = ⋅ =∫ ∫

基本三角函数系

),3,2,1( =n

sin sin ,
0,

,
m

mx nxdx
m n

nπ

π π−

≠
=  =

∫

cos cos ,
0,

,
m

mx nxdx
m n

nπ

π π−

≠
=  =

∫
.0cossin =∫−

π

π
nxdxmx ),2,1,( =nm其中

[ ,
[ ]

]π
π π
π− ≠

− 任意两个不同 函数在 ， 上 的乘积

在 上的积分等于

(相同)正 ：

(
交

)零.
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10.5.2     将函数展开成傅里叶级数

∑
∞

=
++=

1

0 )sincos(
2

)(
k

kk kxbkxaaxf若

.)1( 0a求

,2
2

0 π⋅=
a

∫−=
π

ππ
dxxfa )(1

0

( )f x dx
π

π−∫
0

1
[ ( cos sin )]

2 k k
k

a dx a kx b kx dx
π π

π π

∞

− −
=

= + +∑∫ ∫

且级数可以逐项积分

0

2
a dx

π

π−
= ∫

1
cos

k
ka kxdx

π

π

∞

=
−

+ ∑∫
1

sink
k

b kxdx
π

π

∞

−
=

+ ∫∑
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.)2( na求

∫−=
π

π
nxdxan

2cos

∫−=
π

ππ
nxdxxfan cos)(1

),3,2,1( =n

,πna=

∑
∞

=
++=

1

0 )sincos(
2

)(
k

kk kxbkxaaxf若

0
1 ( )a f x dx

π

ππ −
= ∫另外

1 ( )cos0f x xdx
π

ππ −
= ∫

1
cos cos si os[ n c ]k k

k
a bkx nxdx kx nxdx

π π

π π−
=

−

∞

+ +∫∑ ∫

0( )cos
2

cosaf x nxdx nxdx
π π

ππ− −
=∫ ∫
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.)3( nb求

∫−=
π

ππ
nxdxxfbn sin)(1

),3,2,1( =n

∫∫ −−
=

π

π

π

π
nxdx

a
nxdxxf sin

2
sin)( 0

]sinsinsincos[
1

∫∫∑ −−

∞

=

++
π

π

π

π
nxdxkxbnxdxkxa k

k
k

,πnb=

∑
∞

=
++=

1

0 )sincos(
2

)(
k

kk kxbkxaaxf若
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








==

==

∫

∫

−

−

π

π

π

π

π

π

),2,1(,sin)(1

),2,1,0(,cos)(1





nnxdxxfb

nnxdxxfa

n

n

欧拉——傅里叶系数

傅里叶级数 对于周期为2π的可积函数 f(x):

∑
∞

=

++
1

0 )sincos(
2

~)(
n

nn nxbnxa
a

xf

问题:

∑
∞

=

++
1

0 )sincos(
2

?)(
n

nn nxbnxa
a

xf 条件
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10.5.1(收敛定理,

(1) 当x是 )(xf 的连续点时,级数收敛于 )(xf ;

(2) 当x是 )(xf 的间断点时,收敛于
2

)0()0( ++− xfxf
; 

注意: 函数展开成傅里叶级数的条件比展开成
幂级数的条件低得多.

狄利克雷(Dirichlet)充分条件)

( ) 2 . :

, ) ,
,

(

f x

f x

π
只有有

设 是以 为周期的周

限个第一类间断点 且

至多只有有限个极值

期函数如果它满足条件

或

则 的傅里

在一个周期内连续

叶级数收敛点 且


(1) 当

[image: image1.wmf]x


是

[image: image2.wmf])


(


x


f


的连续点时,级数收敛于

[image: image3.wmf])
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f


;
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(2) 当

[image: image1.wmf]x


是

[image: image2.wmf])
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的间断点时,收敛于

[image: image3.wmf]2
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10.5.1(收敛定理, 狄利克雷(Dirichlet)充分条件)

0

1
( cos sin )

2 n n
n

a
a nx b nx

∞

=

+ +∑

=




( )f x ( )x f x是 的连续点

( 0) ( 0)
2

f x f x− + + ( )x f x是 的间断点

( ) 2 . :
,

( ) ,

f x

f x

π
在一个周期内连 分段单调，单调区间个数有

设 是以为 周期的周期函数如果它满足条件

或

则 的傅里叶级数

续

收敛

限

且
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题目类型：

(1)   将定义在（−∞，∞）上以2π为周期的函数
展开成傅立叶级数。

方法：










==

==

∫

∫

−

−

π

π

π

π

π

π

),2,1(,sin)(1

),2,1,0(,cos)(1





nnxdxxfb

nnxdxxfa

n

n

(i)先求傅里叶系数

(ii) 写出对应的傅里叶级数 0

1
( cos sin )

2 n n
n

a
a nx b nx

∞

=

+ +∑

)(xf

(iii)根据收敛定理写成等式

连续点集合∈++= ∑
∞

=

xnxbnxaaxf
n

nn
1

0 )sincos(
2

)(
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解

以 π2 为周期的矩形脉冲的波形 





<≤−−
<≤

=
0,

0,
)(

tE
tE

tu
m

m

π
π  

将其展开为傅立叶级数. 

0
1 ( )a u t dt

π

ππ −
= ∫ 0=

例1

o
t

u

ππ−

mE−

mE

奇零偶倍


, 0

( ) 0 0
, 0

m

m

E t
u t t

E t

π

π

< ≤
= =
− − ≤ <

1 ( )u t dt
π

ππ −
= ∫


以

[image: image1.wmf]p
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为周期的矩形脉冲的波形
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将其展开为傅立叶级数.
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),2,1(0 == n∫−=
π

ππ
ntdttuan cos)(1

, 0
( )

, 0
m

m

E t
u t

E t
π

π
≤ <

= − − ≤ <

∫−=
π

ππ
ntdttubn sin)(1

∫=
π

π 0
sin2 tdtnEm

2 (1 co )smE
n

n
π

π= − 2 [1 ( 1 ])m nE
nπ

− −=

+

4 , 2 1,
(2 1)

0, 2 ,

mE n k
k k

n k
π

 = − −= ∈
 =


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( )u t

),2,,0;( ππ ±±≠+∞<<−∞ tt

傅立叶展开式为

所给函数满足狄利克雷充分条件

+

4 , 2 1,2 (2 1)[1 ])
2

1
0,

(
,

m
m n

n

E n kE kb k
n

n k
π

π

 = − −= − = ∈


− 
=



( )t k kπ= ∈函数在点 处不连续,
0.

2
m mE E− +

=级数收敛于

o
t

u

ππ−

mE−

mE

1

4
sin(2 1)

(2 1)
m

n

E
n t

n π

∞

=

= −
−∑

1
( 1)

2
[1 ]sinm

n

nE
nt

nπ

∞

=

= − −∑



18

方法:  (i) 对 f(x) 作周期为 2π的周期延拓得定义在

(−∞，∞)上的周期函数 F(x).

(2)   将定义在[-π， π] 上的 函数 f(x) 展开成傅立叶级数

(iii) 再考虑函数在端点的连续性，用收敛定理

得到 f(x) 的傅立叶级数展开式。

(ii) F(x)的傅立叶级数与 f(x)的傅立叶级数

在（ -π， π）上相同.
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将函数




π≤≤
<≤π−−

=
xx
xx

xf
0,

0,
)(  展开为傅立

叶级数. 
解 所给函数满足狄利克雷充分条件.

拓广的周期函数的傅
立叶级数展开式在

收敛于 .)(xf
],[ ππ−

x

y

0 ππ− π2π2−

π

例2

∫−=
π

ππ
dxxfa )(1

0 ,π=
0

2 xdx
π

π
= ∫

∫−=
π

ππ
nxdxxfbn sin)(1 ,0= ),3,2,1( =n


将函数
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 展开为傅立叶级数.

_1023015327.unknown
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∫−=
π

ππ
nxdxxfan cos)(1

∫=
π

π 0
cos2 nxdxx

)1(cos2
2 −= π
π

n
n

]1)1[(2
2 −−= n

n π





π≤≤
<≤π−−

=
xx
xx

xf
0,

0,
)(

x

y

0 ππ− π2π2−

π

∑
∞

=

−−
+=

1
2 cos]1)1[(2

2
)(

n

n

nx
n

xf
π

π

所求函数的傅立叶展开式为

( )xπ π− ≤ ≤
( ) ( )f x F x x π= ± 周期延拓后的函数 在 处连续

0a π=
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应用： 利用傅立叶展开式求级数的和

,)12cos(
)12(

14
2 1

2∑
∞

=

−
−

−=
n

xn
nπ

π

,0)0(,0 == fx 时当 2
1

4 10 ,
2 (2 1)n n
π

π

∞

=

= −
−∑

( )xπ π− ≤ ≤





π≤≤
<≤π−−

=
xx
xx

xf
0,

0,
)(

x

y

0 ππ− π2π2−

π

2

2 2 2 2
1

1 1 1 11
8 (2 1) 3 5 (2 1)n n n
π ∞

=

= = + + + + +
− −∑  

∑
∞

=

−−
+=

1
2 cos]1)1[(2

2
)(

n

n

nx
n

xf
π

π
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2

2 2 2
1 1 11

8 3 5 (2 1)n
π

= + + + + +
−

 

2

2 2 2 2
1 1 1 11
2 3 4 6n

π
+ + + + + + = 

2
1

1
(2 1)n n

∞

=

=
−∑

2
1

1
n n

∞

=
∑又 2 2

1 1

1 1
(2 1) (2 )n nn n

∞ ∞

= =

= +
−∑ ∑

2 2
1 1

1 1 1
(2 1) 4n nn n

∞ ∞

= =

= +
−∑ ∑

2 2
1 1

1 4 1
3 (2 1)n nn n

∞ ∞

= =

=
−∑ ∑

2

6
π

=
24

3 8
π

= ⋅
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10.5.3 正弦级数和余弦级数

1.奇函数和偶函数的傅里叶级数

(1)  当周期为 π2 的奇函数 )(xf 展开成傅里叶级

数时,它的傅里叶系数为   

∫−=
π

ππ
nxdxxfan cos)(1 0= ),3,2,1,0( =n

奇函数

∫=
π

π 0
sin)(2 nxdxxf

),3,2,1( =n
∫−=
π

ππ
nxdxxfbn sin)(1

偶函数

如果 )(xf 为奇函数,傅立叶级数 nxb
n

n sin
1

∑
∞

=
 称为正弦

级数. 


(1)  当周期为

[image: image1.wmf]p


2


的奇函数

[image: image2.wmf])


(


x


f


展开成傅里叶级数时,它的傅里叶系数为  

_1020748798.unknown



_1009518554.unknown




如果

[image: image1.wmf])


(


x


f


为奇函数,傅立叶级数

[image: image2.wmf]nx


b


n


n


sin


1


å


¥


=


 称为正弦级数.

_990968561.unknown



_990968639.unknown
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(2)当周期为 π2 的偶函数 )(xf 展开成傅里叶

级数时,它的傅里叶系数为 

1 ( )sinnb f x nxdx
π

ππ −
= ∫

1 ( )cosna f x nxdx
π

ππ −
= ∫

),3,2,1,0( =n

),3,2,1( =n

如果 )(xf 为偶函数, 傅立叶级数 nxaa
n

n cos
2 1

0 ∑+
∞

=
 

称为余弦级数. 

0

2 ( )cosf x nxdx
π

π
= ∫

0=


(2)当周期为

[image: image1.wmf]p


2


的偶函数

[image: image2.wmf])


(


x


f


展开成傅里叶级数时,它的傅里叶系数为

_1020748722.unknown



_990951364.unknown




如果

[image: image1.wmf])


(


x


f


为偶函数, 傅立叶级数

[image: image2.wmf]nx


a


a


n


n


cos


2


1


0
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¥


=




称为余弦级数.

_990968561.unknown



_990968704.unknown
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设 )(xf 是周期为 π2 的周期函数 ,它在

),[ ππ− 上的表达式为 xxf =)( ,将 )(xf 展开成

傅立叶级数. 
解 所给函数满足狄利克雷充分条件.

,),2,1,0()12( 处不连续在点 ±±=π+= kkx

( )
2

π π+ − ,0=

例3

级数收敛于

( (2 1) )x x k π≠ +在连续点 处， ( )f x级数收敛于

( ) ,f x 为奇函数 0na∴ = ( 0,1,2,3, )n = 


设

[image: image1.wmf])


(


x


f


是周期为

[image: image2.wmf]p


2


的周期函数,它在

[image: image3.wmf])


,


[


p


p


-


上的表达式为

[image: image4.wmf]x


x


f


=


)


(


,将

[image: image5.wmf])


(


x


f


展开成傅立叶级数.
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∫π
= π

0 sin2 nxdxx π+−
π

= 02 ]sincos[2
n

nx
n

nxx

π−= n
n

cos2 ,)1(2 1+−= n

n
),2,1( =n

1

1

( 1)( ) 2 sin
n

n
f x nx

n

+∞

=

−
= ∑

1 ( )sinnb f x nxdx
π

ππ −
= ∫ 0

2 ( )sinf x nxdx
π

π
= ∫

( ; , 3 , )x x π π−∞ < < +∞ ≠ ± ± 

( ) [ , ) ( )f x f x xπ π− =在 上的表达式为例3
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2、函数展开成正弦级数或余弦级数

[0, ] ( ),f xπ将定义在 上的 展开成正弦级数

做法：奇延拓

0 0
( ) 0

( )
( ) 0

f x x
F

x x
xx

f

π

π

< ≤
= 
− − − < <

=



令 x

y

0 ππ−

( )f x 的傅立叶正弦级数

∑
∞

=
=

1
sin)(

n
n nxbxf (0, ) { }x π∈ ∪ 收敛端点
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( ) 0
( )

( ) 0
f x x

F x
f x x

π
π
≤ ≤

=  − − < <
令

( )f x 的傅立叶余弦级数

∑
∞

=
+=

1

0 cos
2

)(
n

n nxaaxf

)0( π≤≤ x

x

y

0 ππ−

[0, ] ( ),f xπ将定义在 上的 展开成余弦级数

做法：偶延拓
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将函数 )0(1)( π≤≤+= xxxf 分别展开

成正弦级数和余弦级数. 
解 (1)求正弦级数. ,)( 进行奇延拓对 xf

∫=
π

π 0
sin)(2 nxdxxfbn ∫ +=

π

π 0
sin)1(2 nxdxx

2 (1 ( 1)cos )n
n

π π
π

= − +

例4

1 0
( )

( 1)
0 0

0

x x
F

x x
xx

π

π

+ < ≤
= 
− − + − < <

=



令 x

y

Oπ−
1

π

2 (1 ( 1)( 1) )n

n
π

π
= − + −

1

21 (1 ( 1)( 1) )sinn

n
x nx

n
π

π

∞

=

+ = − + −∑ )0( π<< x


将函数

[image: image1.wmf])
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=


x


x


x


f


分别展开成正弦级数和余弦级数.

_990983924.unknown
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(2)求余弦级数. ,)( 进行偶延拓对 xf

∫ +=
π

π 00 )1(2 dxxa ,2+= π

∫ +=
π

π 0
cos)1(2 nxdxxan

)1(cos2
2 −= π
π

n
n

2
1

+2 2 ( 1) 11 cos
2

n

n
x nx

n
π

π

∞

=

− −
+ = + ∑ )0( π≤≤ x

将函数 )0(1)( π≤≤+= xxxf 分别展开

成正弦级数和余弦级数. 

例4

xπ

y

π− O
1

2

2 (( 1) 1)n

n π
= − −


将函数

[image: image1.wmf])


0


(


1


)


(


p


£


£


+


=


x


x


x


f


分别展开成正弦级数和余弦级数.

_990983924.unknown





31

总结：将 f(x) 展开傅立叶级数有以下三种情况：

(1)   将定义在（−∞，∞）上的 以2π为周期的函数f(x)
展开成傅立叶级数。

方法：应对 f(x) 作周期为 2π的周期延拓得定义在
（−∞，∞）上的周期函数 F(x), 将 F(x) 的傅立叶级数
限制在[-π， π]，再用收敛定理得到 f(x) 的傅立叶级数
展开式。

方法：计算 f(x) 的傅立叶系数后得到 f(x) 的傅立叶
级数，再用收敛定理得到 f(x) 的傅立叶级数展开式。

(2)   将定义在[-π， π]上的 函数 f(x) 展开成傅立叶级数。
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方法：应对 f(x) 作奇延拓（或偶延拓），得到定义在
上 上的函数 F(x), F(x) 的傅立叶级数即为正弦
级数（或余弦级数），限制在[0， π]，再用收敛定理
得到 f(x) 的正弦级数（或余弦级数）展开式。

( ]π π− ，

(3)   将定义在[0， π]上的 函数 f(x) 展开成正弦（余弦）
级数。
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